2a

2b

Kfog=
3c2

3d2

4a

4b

4c
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5b
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o
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spiegeleninde y-as o () = sin(—x) = F(x) = sin(~x) heeft dezelfde grafiek als y = —sin(x).

spiegelen in de y-as

y =sin(x)

y = cos(x) —» g(x) = cos(-x) = g(x) = cos(-x) heeft dezelfde grafiek als y = cos(x).
ie (-1
y = sin(x) translatie (-17,0) » h(x)=sin(x + %,,) = h(x) = sin(x +%7r) heeft dezelfde grafiek als y = cos(x).
e (—1
) = cos(x) translatie (-17,0) > j(x) = cos(x + %,,) = ji(x) = cos(x + %72’) heeft dezelfde grafiek als y = —sin(x).
y =sin(x) translatie (-7,0) k(x) =sin(x + 7) = k(x) = sin(x + 7) heeft dezelfde grafiek als y = —sin(x).
y = cos(x) translatie (-7, O)A' /(x)=cos(x + ) = /(x) = cos(x + x) heeft dezelfde grafiek als y = —cos(x).
2c 4
sin(@)
X v I T
. 1 " O cos(a) = 1
cos(a —%ﬂ) =sin(a) |
| cos(a + ) cos(a + ) = —cos(a)
4 cos(a - 3 7) 4
ry 2d T 4
sin(@)ge-------- sin(a + ) = —sin(@) !
7 o+ zr/ - 1] . gL S, (i)

* 5 : 1 o| cos(a) T

\ f

________________ b 5 De stelling van Pythagoras geeft:
sin®(a) + cos®(a) =1
K \'A_/

Sin(X+%7l'):COS(X+%7T_%7Z'):COS(X_%”)' 3bE COS(ZXJF%”):Sin(zx+%”+%ﬂ)25in(zx+%”)'

—-sin(3x —%7[) =sin(3x —%7: + 7)) =sin(3x + %7[) =cos(3x +%7z —%7[) =cos(3x —%7[).

—cos(4x+1%7z) = cos(4x+1%7r+7r): cos(4x+2%7z) :sin(4x+2%7r+%7r) :sin(4x+2%7z) :sin(4x+%7z).

(sin(x) - cos(x))2 = sinZ(X) —2sin(x)cos(x) + cosz(x) = sinz(x) + cosz(x) —2sin(x)cos(x) =1-2sin(x)cos(x)

2sin?(x) + cos’(x) _ 2sin’(x) , cos’(x) _, (sin(x) 2 _ 2
cos?(x) T cos?(x) * cos?(x) (cos(X)) tl=2tan"(x)+1.

(1 + Tan2(3x)) . cosz(3x) = (1 + WJ . cosz(3x) = cosz(3x) + sin2(3x) =1
cos“(3x)

sinz(x) +4cos(x)=1- cosz(x) +4cos(x).

2cosz(x) +sin(x)-2=2- (1 - sinz(x)) +sin(x)-2=2- 2sin2(x) +sin(x)-2 = —ZSinZ(X) +sin(x).

2 sinz(x) + cosz(x) +cos(x)=2- (1 - cosz(x)) + cosz(x) + cos(x)

=2-2 cosz(x) + cosz(x) +cos(x)=2- cosz(x) +cos(x).

sin(ZX—%ﬂ'):—cos(x+%7r) 2X—27Z’=X+1%7[+/{~2ﬂ' v 2X—%72’=—X—1%72’+k-272’
COS(ZX—%E—%E)ICOS(X+%7Z'+7Z') x:zéfz+k~27z v 3X=—%7Z+k-27l’
COS(ZX—%IL’):COS(X+1%IF) x:zéfz+k~27z v X=—%7Z+k-%7[

hiernaast gaat het verder x op [0, 27] geeft x = %7[ vX= %7[ vX= 1%7[ vX= 1%7[.



7a

7b

7c

8a

9a

9b

9c

10a

10b
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sin(x + % ) =cos(2x) 7d  cos(x -1)=-cos(2x +1)

cos(x + %7: - % 7) = cos(2x)

xX=2x+k-2r v x=-2x+k-2r

-x=k-2x v 3x=k-27
x=k-2rx v X=k~%7l’
X op [O,Zn]:x:OvX:%frvX:l%ﬂvx:Zfr.

sin(3x) = —cos(x)
cos(3x —1 7) = cos(x + )

3x—%7r:X+7r+k~27r v 3x—%7r=—x—7r+k~27r

2X=1%7r+k-27r v 4X:—%7r+k-27r

_3 ) —_1 A
X—47r+k T (V'S 87r+k 57

3 7

X op [O,27[]2X=77IVX=1%7[VX=§7IVX=77IVX=1%7[VX=1%7I.

4
sin?(x) + %cos(x) =1

8 8

1- cosz(x) + %cos(x) =1
—cos?(x) + Lcos(x)=0
—cos(x)- (cos(x) - %) 0

cos(x)=0v cos(x) =3
X=%ﬂ'+k~7IVX=%7[+/(~27[\/X=—%7[+/\’~27[

X op [O,27:]:>X:%ztvx:I%n\/)(:%zrvx:lgn.
cos(27t) = sin(} 1) 8b

cos(Zﬂf):cos(%m‘—%zz’)
27rf:%7#—%7:+k~27:v2m‘:—%m‘+%7z+k~27x
l%m‘:—%zr+k-27rv2%7rf:%7r+k-27r

1l 4,41 4.4

t= 3+/\'3v7‘—5+/\'15 1 \ ;
1 op [O,3]:7‘=1v7‘=2§v1'=§vf=1§vf=2§.

2sin(x) =sin(x) 9d
sin(x)=0 %e

sin(2x) = sin(x)
2x=x+k-2nvex=rn-x+k 27

of

verm. in de y-as,

1
y =cos(x) 2 p y =cos(2x)

verm. in de x-as,

cos(x —1)=cos(2x +1+ )
x-1=2x+1+7+k- 27 v x-1=2x-1-7m+k-2r
-x=2+7w+k-27r v 3Ix=-+k 27
X=-2-7w+k-2x v X:—%ﬂ'+k~%ﬂ'
X op [O,27r]:/\/:—2+7rvx:l

- —-12
37rvX—7rvX—137r.

7e sin(2x +7)=1-2sin(2x)
—sin(2x)=1-2sin(2x)
sin(2x) =1
2x=Lzik.2x

2

-1 )
x—4zr+k T

xop[0,27]= x= 1

%7[ vV X :127:.
7f 2 sinz(x) + cosz(x) +cos(x)=0
2. (1 - cosz(x)) + cosz(x) +cos(x)=0
2-2 COSZ(X) + cosz(x) +cos(x)=0
—cosz(x) +cos(x)+2=0
cosz(x) —cos(x)-2=0
(cos(x)-2)-(cos(x)+1)=0
cos(x) =2 (kan niet) v cos(x) = -1
X=-n+k-2r
xopl0,27]= x=r.

sin(%) = —cos(xt)

cos(%’ - %7:) = cos(xt + 1)

%—%ﬂ'=7r7‘+7r+k~27r\/%—%ﬂ'=—ﬂ"f—7r+k~2ﬂ'
_5zt _q1 . Izt __1 .

6 9—127r1+k 2nv 127r+k 2r

= Sk l2,p__3 4 12
t=—F+k-Fvt=—3+k =

top[0,3]1=rt=3vr=3vt=12

sin(2x) = sin(x + %7[)

2x:x+17r+k~27rv2x:zr—(x+%7r)+k~27r

3

= g(x)=-cos(2x).

Zie de schets hiernaast.

SIr 172 120]
f(X)z_%\/Ej sin(x)=-12 -, 7253981634

1 .
2 Ans.T

x=—%7t+k-27cvx=7z— %zr+k-27r| $E3
XOp[O,27[]:>X=%7[=1%7[VX=%7[=1%7[. 10e

g(x)=1=-cos(2x)=1

cos 1 -1.-20
2.894395182

1.847197351

cos(2x)=-1
x=n-Ygsk 2zvox=-2z+k.2z ™
3 3 Aris-<mkFrac
x:%zr+k~7rvx:—%7r+k~7r " 13
-1 11 -2 -12
X op [O,27t]3x—375vx—1375vx—375vx—1375.

Flokl Flotz Flots
s BsindE)
~MeB-cos (2R
~Mx=l

wMy=

wMe=

wME=

R ik

f(x) = g(x) = sin(x) = —cos(2x)
cos(x -1 7) = cos(2x + 7)
X—%ﬂ'=2X+7[+/\’-2ﬂ'vX—%ﬂ'=—2X—7[+k-27[

—X=1%7[+/\’-27IV3X=—%7[+/\’~27[

x:—lén+k~2nvx:—%
X op [O,Zﬂ]:X:%ﬂvX:I%ﬂvX:I%ﬂ.
F(x) £ g(x) (zie de schets) = x 2%

2
T+k 57

1 5
7rv167z'£)(£167r.
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Fletl Fletz Flot®
B int2E-1-3m0

sMeB-cosCE+loEmD

11a f(x)=sin(2x —%ﬂ') heeft evenwichtsstand O; amplitude 1; periode 2—2” = 7 en beginpunt (%7:, 0).

g(x)=—-cos(x + %n) heeft evenwichtsstand O; amplitude 1; periode 27 en laagste punt (—ln -1).

11b Gebruik de plot hiernaast voor een schets van de grafieken. “éEEE“? o s

11c f(x)=sin(2x—%7r)=0 g(x)=—cos(x+%7z)=0 ?EE&;?
2x-Lz=k-z cos(x +1z)=0 yecl=o
2X=%ﬂ'+/\’-ﬂ' X+%7Z‘=%7Z‘+k-ﬂ'

X:%7z+k%7z X=%7r+k~7r
X op [O,1%7r]:>x=%;rvx=%7rvx=1%7r. X op [0,1%ﬂ]:>X=%7[\/X=1%7Z'
De nulpunten van £ zijn %7:, %7[ en 1%7[. De nulpunten van g zijn %7[ en X:1%7Z'

Ud  Ax)=%=sin@x-in=3 lle  £(x)=g(x)= sin@@x -L17)=—cos(x +L7)
2X—%7r=%7r+k-27[v2X—%7r=7r—%7r+k-27r COS(ZX—%?Z’—%?Z’):COS(X+%II+II)
2X=%7z+k~27zv2x—ll7r+k~2n COS(ZX—%]Z)=COS(X+1%7Z’)
x=%7z+k~7zvx—127r+k 7 Zx—%7[:x+1%7z+k-27rv2X—%7z:—x—1%7r+k~27z

x op [0, llﬂ]:x—lfrvx—liﬂvx— Lrx

4 77 X=27Z+k~27[\/3X=—%7Z+k-27l’
f(X)>

A

(zie plot) = ﬂ' <X <15

IZ'\/117Z'<X<1% X:2n+k~27z'\/x:—lﬂ'+k%ﬂ'

X op [O,I%ﬂ]:X:O?/X:%ﬂvX:1%7z
F(x) < g(x) (zie plot) = gﬂ' <X< 1%7r
12a AB=y, -ypg =2 yq=2sin(a).
12b  AB2=0A4° +0OB%-2.0A-OB cos LAOB
(2sin(@))? =12 +12 —2.1-1- cos(2a)
4sin®(a) =2 - 2cos(2a)
2cos(a)=2- 4sin2(a)
cos(2a) :1—25in2(a).

13b cos(t +v) = cos(t) - cos(v) — sin(?t) - sin(v)
v vervangen door u —%7: geeft
cos(t+u— %ﬂ') =cos(t) - cos(v - % ) —sin(t) - sin(v - %ﬂ')
sin(* + ) = cos(t) - sin(v) — sin(#) - —cos(v)
sin(t + v) = cos(?) - sin(v) + sin(t) - cos(v)

sin(* + ) = sin(t) - cos(v) + cos(?) - sin(v).

13a

14a

15a

16a

cos(t —u) =cos(t) - cos(v) + sin(t) - sin(v)

v vervangen door —u geeft

cos(t — (—u)) = cos(t) - cos(~uw) + sin(t) - sin(-v)
cos(t + u) = cos(t) - cos(v) + sin(t) - —sin(v)
cos( + ) = cos(t) - cos(v) — sin(#) - sin(v).

sin(t + v) = sin(t) - cos(v) + cos(?) - sin(v)

t en v beide vervangen door A geeft
sin(A + A) = sin(A) - cos(A) + cos(A) - sin(A)
sin(2A) = 2sin(A) - cos(A).

cos(t + ) = cos(t) - cos(v) — sin(?) - sin(v)

t en v beide vervangen door A geeft
cos(A+ A)=cos(A)- cos(A) —sin(A)-sin(A)
cos(2A) = cos? (A) - sin?(A).

13c sin(* + v) = sin(t) - cos(v) + cos(t) - sin(v)
u vervangen door —u geeft
sin(t + (-v)) = sin(t) - cos(-w) + cos(t) - sin(-v)
sin(t — ) = sin(t) - cos(v) + cos(t) - —sin(v)
sin(* — v) = sin(t) - cos(v) — cos(#) - sin(v).

14b  cos(2A4) = cos®(A) - sin®(A) (zie 14a)
cos(2A4) = cosZ(A) - (1 - cosZ(A))
cos(2A4) = cosZ(A) -1+ cosZ(A)
cos(2A) = 2cos?(A) - 1.
cos(2A) = cos?(A) — sin®(A)
cos(2A4) =1 - sin%(A) - sin®(A)
c0s(2A) =1 - 2sin(A) (zie ook 12b).

cos(2A) = 2cos?(A) -1 15b  cos(24) =1-2sin%(A)

-2 cosz(A) = —1 cos(2A) 25in?(A) = 1- cos(2A)

cos?(A) =1 + L cos(24). sin®(A) =1 -1cos(24).

sin(x)- cos(x) = sm(x 1) 16¢ sinz(l x) = cos(x) + li

£-2-sin(x)- cos(X) $sin(x -1) Gebruik: cos(24) =1- 25|n2(A) = sin?(A) =1 - Lcos(24)
1sm(Zx) fsm(x 1) %—Ecos(x) = cos(x) +1%

sm(Zx) sm(x—l) “1lcos(x)=3

2x=x-1+k-2xvex=nm-x+1+k-2x 2 1

x=-1+k-2xv3x=n+1+k-2x cos(x)=-3

__ . 1,1 .2
x=-1+k 27rvx_37r+3+k 57

x=2z+k-2xvx=-2z+k-27. n

3



16b

17a

17b

18

19a

20a
20b

21

22a

22b

23a

23b

24a

cos?(2x) = cos(4x) + 1 16d  (sin(x)+cos(x))° =11

cos?(2x) =2cos?(2x) -1+ %

—COSZ(ZX) = —%

sin?(x) + 2 sin(x) cos(x) + cos?(x) = 11

sin?(x) + cos?(x) + sin(2x) = 1%

cos?(2x)=1 sin(2x)=1
1 1
cos@x)=+ /1 =+ [L.2 417 2x=¢rm+k 2rv2ex=n—gx+k-2r
2 2 2 2
2 =1 \/71 x=lr+kavx=2x+k 1
X=47+ k-2 12 12
-1 1
X=g7+ k 77
Evenwich'rssmnd amph‘rude ; periode 7 en beginpunt (hoogste punt bij cosinus) (O, 1). ‘_\ i ‘_\ ;_’
Dus y = + cos(Zx) 1B intRy 2 Feose
2#2_ L WIHDON
2 .2 1 ==l e n=n
cos(2A4) =1-2sin"(A) = sin®(A) = 5 - 5 cos(2A4) s =gl
“Ye= S =Y
y =sin®(x)+cos(2x)=1-1 cos(2x) + cos(ZX) + cos(2x) Wiz 32;2;11
freact
sin(3x) =sin(2x + x) 19b  cos(3x)=cos(2x + x)

=sin(2x)- cos(x)+ cos(2x) - sin(x)
=2sin(x)-cos(x) cos(x)+ (1 -2 sinz(x)) -sin(x)

=cos(2x) - cos(x) —sin(2x) - sin(x)

= (2 cosz(x) - 1) -cos(x) —2sin(x)cos(x)-sin(x)
=2 cos3(x) —cos(x) - Zsinz(x)cos(x)

= 2c0s>(x) - cos(x) - 21 - cos?(x)) - cos(x)

=2sin(x)- COSZ(X) +sin(x) - Zsin3(x)
=2sin(x)- (1 - sinz(x)) +sin(x) — 25in3(x)
=2sin(x) —Zsin3(x)+sin(x) —23in3(x)
=3sin(x) - 4sin3(x).

=2 cos3(x) —cos(x)—2cos(x)+2 cos3(x)
= 4cos3(x) —3cos(x).

cos(2A)=1- ZsinZ(A):sinz(A) L cos(24).
1

y =1-cos(x)-sin®(3 x)=1- cos(X) (E Lcos(x)) =1 - Lcos(x).

19b staat hierboven uitgewerkt.

—cos(A) = cos(A + 7). 20c  cos(2A)=1-2sin?(A) of sin®(A)=

cos(2A4) = 2cosZ(A) 1 of cosZ(A)

% %cos(ZA).
sin(A)zcos(A—%ﬂ). 20d 1+ cos(ZA)

20e cos(A) =sin(A+ Ezz).
Voor B geldt: xg =-x4 en yg=y4. Voor € geldt: xp =-x4eny,=-y4.
Voor elke p geldt: £(—p)=—-pcos(—p)=—p-cos(p) =-F(p).
F(-p)=—F(p)= F(-p)+F(p) =0 = F is (punt)symmetrisch in O.
Voor elke p geldt: g(—p) =—-psin(-p) =—p - —sin(p) = psin(p) = g(p) = g is (lijn)symmetrisch in de y-as.

Voor elke p geldt: £(-p) = cos?(-p)sin(—p) = cos?(p) - —sin(p) = —cos?(p)sin(p) = —F(p).

F(=p)=—F(p)= F(-p)+f(p)=0= F is symmetrisch in O. 1 y
f(%zz—p)=cosz(%fr—p)sin(%zr—p)=cosz(%pr)sin(%;wp)=f(%ﬂ+p). 7””:7 """ e %ﬁip
Dus 7 is symmetrisch in de lijn x =1 7. ' ‘
Gebruik: cos(%;r— p)= —cos(%zr + p) (kwadr.) i ‘
COSZ(%E—,D):——COSZ(%E+,D)DCOSZ(%ﬂ—p):COSZ(%It+p). - i 2 3 1 x
\ /

f(—%;r— p)= Zsin(—%ﬂ— p)- 2cos(—%n -p)
=2(sin(-1 7)cos(p) - cos(-1 7)sin(p)) - 2(cos(- L 7) cos(p) + sin(- 1 7)sin(p))
= 2(—%@ -cos(p) - %\/E : sin(p)) - 2(%x/§ -cos(p) + —%\/? : sin(p))
=2 - cos(p) —~/2 - sin(p) — /2 - cos(p) + /2 - sin(p) = —2+/2 - cos(p).
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24b f(—%;wp):Zsin(—%ﬂ+p)—2cos(—%7r+p)
=2(sin(-% 7) cos(p) + cos(—1 7)sin(p)) - 2(cos(—L 7) cos(p) - sin(- 1 7)sin(p))
= 2(—%@ : cos(p)+%x/§ : sin(p)) —2(%\/5 : cos(p)——%\/? - sin(p))

=2 -cos(p) +~/2 -sin(p) — /2 - cos(p) — /2 - sin(p) = 242 - cos(p).

Voor elke p geldt: f(—%n—p) = f(—%ﬂ'+ p) = f is symmetrisch in de lijn x = -+ 7.

1
4
25a f(%ﬂ'—p):cos(%ﬂ—p)+sin(%7r—p)+1
= cos(% z)cos(p) + sin(% z)sin(p) + sin(% r)cos(p) - cos(% 7)sin(p) +1
=142 cos(p) + 342 - sin(p) + 1 V2 - cos(p) - 12 - sin(p) +1 =2 - cos(p) +1.
f(%sz) =cos(%7z+p)+sin(%7z+p)+1
= cos(% z)cos(p) - sin(% 7)sin(p) + sin(% ) cos(p) + cos(% z)sin(p) +1
=%x/§~cos(p)—%x/i-sin(p)+%x/§~cos(p)+%x/§'sin(p)+1=J§~cos(p)+1. Yoo
Er geldt: f(%zz -p)= f(%ﬂ + p)= £ is symmetrisch in de lijn x = %7:.
Alternatieve uitwerking
f(%ﬂ' +p)= cos(%;r +p)+ sin(%n + p) +1 (gebruik de eenheidscirkel hiernaast)
=sin(%7z—p)+cos(%7z—p)+1

:cos(%n—p)+sin(%n—p)+1:f(%ﬂ—p).
f(%zz—p) = f(%ﬂ+p) = f is symmetrisch in de lijn x =%7r.

25b f(%ﬂ—p)=cos(%7r—p)+sin(%7r—p)+1
= cos(% z)cos(p) + sin(% 7)sin(p) + sin(% z)cos(p) - cos(% 7)sin(p) +1
=—12 cos(p)+ 52 sin(p) + 12 - cos(p) -1 2 -sin(p) +1 =2 - sin(p) +1.
f(%ﬂ'+p) :cos(%ﬂ+p)+sin(%ﬂ'+p)+1
= cos(% 7)cos(p) - sin(% 7)sin(p) + sin(% 7)cos(p) + cos(% z)sin(p) +1
=—%\/§-cos(p)—%\/§-sin(p)+%\/§~cos(p)+—%«/§~sin(p)+1=—J§~sin(p)+1.
f(%ﬂ—p) +f(%7r+ p) =~/2 -sin(p) +1-~2 -sin(p) +1=2 = £ is symmetrisch in het punt (%7:, 1).

Flatl Flokz Flotd TRELE SETUP # Ve [ ]
SBsintEy ThlStart=8 ] 1 1
26a Flakl Flokz Flotd 1 T HOOL sMeBnberivii1 .4, || aThl=1-2nll 1.c708 [0 [
W BsindHy Hmin=Q B Tndent: [HEER A=k | 136 | 2 o
sYeAnDeriviy1 K || smax=Znll sMrBoos (R Oerend: GRS Asl| | gtasz |1 i
h wacl=@ ~u=l r.EEH 0 [
~x=l Ymin=-1 WYe= a4z4A | -1 -1
wMy= Yrax=1 sME= REL- ]
~Ne= \Y=cl=8
=NE= Ares=1 Flokl Flokz Flots i I [ ]
. s sl s ) “W1BoosiR) ,:, n o
26b f(x) =sin(x) = waarschijnlijk is ¥ '(x) = cos(x). g';'ZEHDE'F‘lU("h 2 s ]
.. .. . . WeB-sipia Y.l | 4 i
26¢ f(x) = cos(x) = waarschijnlijk is '(x)=—sin(x). |-yizm " Bee | h (L
YaB-sinCKl
H i Flokl Flotz Flats 1 OO n | Ye
27a Zie de plot van y hiernaast. Jrelnels? | Mainds p—_rs ZP_
. ~NeBrDeriv .k, a3 =21 . : :
27b  F(x)=sin(2x]) = F'(x) =2cos(2x). [} Yocl=h i
\335%&05(2%!) 3m1n32'2 gsgaz g g
27¢  F(x)=cos([3x]) = 7' (x) = -3sin(3x). "7 ynaTE Eald |G
nres=1 Y BZcos (2K

28 f(x)=cosx =sin(x+La) = F'(x)=cos(x + L m) = ~sin(x).

29 f(x) =sin(lax + b]) = £'(x) = cos(ax + b) - a = acos(ax + b).
g(x)=cos(lax + b)) = g'(x) =—sin(ax + b)- a = —asin(ax + b).

30aE  F(x)=3+4sin( 2)«—%;;):» f'(X)=4cos(2X—%n)-2 =8cos(2x—%7r).

30bE  g(x)=10+16cos(|3(x=1)) = g'(x) =-16sin(L (x -1))- 3 -1=-8sin( (x -1)).
30c¢ h(x)=xcos(x)= h'(x)=1 cos(x)+ x -—sin(x) = cos(x) — x sin(x).
30d2  j(x)=x cos([2x]) = J'(x)=1-cos(2x)+ x - —2sin(2x) = cos(2x) - 2x sin(2x).




30e 2

30f&

3la

31b

3lc

32

33aE2
33bE
33¢cH

33dE

34a

34b

34c

34d

35a

35b

35c¢

36a

36b

37a

C. vou Schwantzenbeng 6/22

k(x)= x2. sin(3x]) = k'(x) = 2x-sin(3x) + x%.3 cos(3x) =2xsin(3x) + 3x2 cos(3x).
/(x)=2x-sin(Bx=1]) = /'(x)=2-sin(3x —1) + 2x - 3cos(3x —1) = 2sin(3x —1) + 6x cos(3x —1).

f(x)=3tan(2x)) = F'(x)=3-—L—.2 6

cos?(2x) - cos?(2x)’
_ 2 _ 2 ' _ 1 _o,.sin(x) 1 _ 2sin(x)
9(x) = tan®(x) = ([tan(x)])” = g'(x) = 2tan(x) o0 =2 o050 ot ) easiir)”
sin(x)

h(x) =cos(x)-tan(x) = cos(x)-

cos(x) sin(x) = A'(x) = cos(x).

I f(x)= sinz(x) =sin(x)-sin(x) = £ '(x) = cos(x)- sin(x) + sin(x) - cos(x) = 2sin(x) cos(x).
T £(x) = sin(x) = ([sin(¥)])° = £ (x) = 25in(x) - cos(x).
IIT F(x)=sin’(x)=1-Lcos(2x]) = 7'(x) = -1 —sin(2x])- 2 = sin(2x).

Mijn persoonlijke voorkeur gaat uit naar IT omdat in dit geval 7(x) niet hoeft te worden herschreven.

f(x)= cosz(x) = ( cos(x) )2 = f'(x)=2cos(x)-—sin(x) =-2sin(x)cos(x).

g(x)=2sin®(x) = 2()2 = g'(x)=4sin(x)-cos(x).
h(x) =1+2c0s2(x) =1+ 2([cos(x)])° = A'(x) = 4 cos(x)  —sin(x) = —4sin(x) cos(x).

Jx) = x+3sin2(x): x+3()2 = J'(x)=1+6sin(x) cos(x).

F(x) = sin3(x) = ([sin(x)))” = #'(x) = 3sin2(x) - cos(x).
g(x)=x- sinz(x) =x- ()2 = g'(x)=1 sinz(x) + x - 2sin(x)-cos(x) = sinz(x) +2x sin(x)cos(x).

h(x) = cos?(2x) = ( cos(2x]) )2 — h'(x) = 2cos(2x) - —sin(2x) - 2 = ~4 sin(2x) cos(2x).

2
J(x) = cos?(x?) = ( cos((x2]) ] = j'(x)=2cos(x?)-—sin(x?) - 2x = —4x sin(x2) cos(x?).

£(x) = sin3(x) + sin(x) = ()3 +8in(x) = F'(x) = 3sin?(x) - cos(x) + cos(x)
=3cos(x)- (1 - cosz(x)) +cos(x)=4cos(x)-3 cos3(x).
90¥) = sin2(x) - cos(x) = ([sin(x)])” - cos(x) =

g'(x)=2sin(x)- cos(x)cos(x)+ sinz(x) -—sin(x) =2sin(x)- cosz(x) - sin3(x)
=2sin(x)- (1 - sinz(x)) - sin3(x) =2sin(x) - 25in3(x) - sin3(x) =2sin(x) - 3sin3(x).

h(x) = Tan(x) _ sin(x) 1 1 ()_1 =h'(x)=-1 (cos(x))_2 _sin(x) = SN

sin(x) _ cos(x) sin(x) _ cos(x)

cos?(x)’

f(x)=1+2sin(x - %72’) heeft evenwichtsstand 1;
amplitude 2; periode 27 en beginpunt (% 7, 1).

Horizontale raaklijnen in de toppen bij x = %7[+ % 2m =

F(x)=-2+2sin(3x —%n) =-2+2sin(3(x —%ﬂ)) heeft

-2
evenwichtsstand —2; amplitude 2; periode %” =%7r en beginpunt (%7[, -2).
Hoogste punten zijn (%7”%%7”/(%7:, -2+2) :(%n+k%7r, 0).
Laagste punten zijn (%7[+%%7z+k%7z, -2-2) :(%7[+k~%7z, -4).

De toppen zijn (1 7+ k-27,0) en (k-57, - 4).



37b

37c

37d

38a

38b

39a

40

41a

g(x)=2+cos(Ex+1m)=2+cosG(x+ 3;:)) heeft
evenwichtsstand 2; amplitude 1; pemode = 67 en beginpunt (hoogste punt) (- 11 57, 2+1)=(- 1175 3).

Hoogste punten zijn (- 117r+k 6r, 2+1)—( 117r+k 6r, 3).
Laagste punten zijn (- 1175+ 6w+ kb1, 2 1) (1175+k 6r,1).

h(x)=1- 3sm(x+ 7) heeft evenwichtsstand 1; amplitude 3; perlode =27 en beginpunt (—fzr+7r 1) = (57r 1).
Hoogste punten zijn (575+1 2r+k-27,1+3) = (1171'+/( 2r, 4). _
Laagste punten zijn (57r+ 2w+ k-27,1-3)= (37r+k 2z, —2).

J(x)=-2-cos(2x) heeft evenwichtsstand —2; ampl. 1; pemode 7 =7 en beginpunt (0+%ﬂ', -2+1) =(%75, -1).
Hoogste punten zijn (?1_,7r+k 7 -2+ =(Lr+k -z -1). _

Laagste punten zijn (27£+ r+k-m, -2-D)=(k-z, -3).

F(x) = cos(2x]) - 2sin(x) + 2 = F'(x) = -2sin(2x) — 2 cos(x).

f'(x)=0= -2sin(2x)-2cos(x)=0

sin(2x) = —cos(x)

cos(2x —%7[) =cos(x + 7)

2X—%7[=X+7[+/(-27£v2X—%7[=—X—7[+/(~271’

X=1%7r+k-27rv3X=—%7r+k~27r

x=1%7z+k~27zvx=—%n+k%7z.

Dus xy=1m xg=1im xc=11m enxp =137
yA=f(%zz')=cos(7r)—25in(%7r)+2=—1—2+2=—1:A(%zz', -1);
yg=f(léﬂ)=cos(2%7r)—25in(lé7r)+2=%—2-—%+2=%+1+2=3%:>B(l%ﬂ,3%);
yc—f(llzt)—cos(37£) 2sin(117z)+2——1 2. —1+2——1+2+2—3:>C‘(1175 3)en
Yp = f(15zz') cos(32 ) - 25m(15 z)+2= 7—2 —7+2 +1+2 31:>D(15zz' 31)
7(0)=F(2x) = cos(0)-2sin(0)+2=1-0+2=3

Dus 7(x) = p heeft vier oplossingen (zie ook figuur 11.14) voor 3 < p < 3%.

F(x) =% x+cos(x) = £'(x) =1 —sin(x). 39b f'(x)—l:i—sin(x)—l
f(X)—ODE—Sm(X)—O \E:gﬁ%ﬁ*;ﬁ(x’ -sin(x) = f:>sm(x)— E
“Me=

—sin(x):—%:sin(x):% = “éﬂ?ﬁ!g X—léﬂ'-ﬁ-k 27rvx:7r—1%7r+k~27r

Max=
X=%7L’+/(~27[VX=7[—%7[+/(~27[ Eﬁ}‘zgl: Xop[O,7]:X:1%7rvX:1%7r.

Max=3.
X=%7L’+/(~27[VX=%7[+/( 2r. yscl=o e .

res=1 BT
X0p[0,7]3X—é7Z’\/X—27Z'\/X=2%7Z'. Py

9

F(x) = cos3(x) = ()3 = £'(x) = 3cos?(x)- —sin(x) = ~3sin(x) cos? (x).

F'(x) = 0= -3sin(x)cos’(x) = 0 1 Boos (1043
sin(x)=0v cos(x)=0 =022 Teom
1 Wy= | fnin=a
X=Kk-TvXx=sm+k-T WWe= | amax=znll 1.
2 WME= 65';’1:@1 i
xop[O,Zﬂ]:X:va:%ﬂvx:zvx:I%ﬁvx:27r. e= 32‘;%;% :
= ]= :
De punten zijn (O, 1); (%;z, 0); (z, -1); (1%,;1 0) en (27, 1). Hres=1 =g

£(x) = 3cos(x) £1(x) = (2 sin(x)) - -3sin(x) ~3cos(x) - —cos(x) _ —6sin(x) +3sin’(x) +3cos?(x) _ ~6sin(x)+3

2 sin(x) (2 - sin(x))? (2 - sin(x))? (2-sin(x))
f(X)=O:>%:O('reller:O):>cos(X):O:X:%ﬂ+k-7r. Nu x op [O, 27[]:>X=%7[VX=1%7[

Xz%ﬂ'(enyzo)ﬁfl(%”:o) y:—3X+b

ol oy —6sinGm)+3  gq,3 37> 1

rc=f (E”)_(Z—sinz(l;r))z - (2_1-;2 -1 door 51(2”, O)
2

}:>O— -3 7r+b:>b 1175 dus 4 y = —3)(+11



41b

42a
42b

43082

43b 2

43cE

43d=2

44q

44b

45

46a
46bc

4702

47b

47¢c2

11 _ 1
X—lfﬂ(eny—O)?iz(léﬂ,O) y=x+b
rc=f'(1%7r)=765m( 2M*3 _ 61143 _9(= goop 52(1%7r,0)

—11 - 11 Cy 1
5 3.9 }:O—lzzr+b:>b——127r, dus /ty=x-157
(2-sin(iz)”  (2--1)

f(X)—%—O(‘reller—O): —6sin(x)+3=0= -6sin(x) =-3 = sin(x) = :>X—%7I'VX— 7 (op [0,27]).

BT
: . p 3cos(27) _ 3.1 1 SBZcos(HIAL 25
=l =0 = LRI
randmaximum (zie plot) is 7(27) 2 sin2x) 2 =13 T\EEE' oo
. . 3cos(iz 3-1/3 \/— g
maximum (zie plot) is f(%;r)z Z_Si:é”)) = Zil = =3 11 = B =[/3,431]. gggfféz'
3cos(2 6) 1\2/5 114— oSt e osaaa 32‘;%;%
. . cos(2x -1 -11 . zcl=
minimum (zie plot) is 7(37) = o) 272V T2V _ 3. | fneris) et

1L

2-sin(37) 2-4 ! .

F(x)=-%cos(Bx]) = F'(x) = -1 —sin(3x)-3 = sin(3x) = ().
6(x)= sm(-) =6'(x)= COS(5X) 5 = cos(bx) = g(x).

. —cos(% x)+c=-12 cos(% x)+c.

F)=4sin(Lx) = F0 =4

g(x)=x% -5cos(2x]) = 6(x) = x -5.1 sin(Zx)+c=%x3—gsin(Zx)M:.

o=

h(x) =sin(] 2X+%ﬂ'):> H(x) =§~—cos(2x+§7z)+c =—%cos(2x+%7r)+c.

J(x) = 3cos():>J(x) 3.

-sin(%x—%zrhc=6sin(%x—%ﬁ)+c.

N\»—A\b—\

2 9

J' (2X+COS())dX :|:X2 +25in(%x)}iﬁ :(%72')2 +25in(%7r)—(02 +2-O):%n2 +2.1=1,2.1
0

171 50 SFFrac
i 2 g N ) T4 43 2 cos(1 11,3, 134 (160 3r o
1 ( - sm(x—gn)) X = [ X3 cos(x — 772'):|l §'(§”) + COS(EII)—(§~(E7Z') + cos(O)) L reds
i coz(ls 32%@254@386 U 1/648>§P€a
1 3
:wm; . 3+2.143- (mn +2. 1) chg o +3-2m
Y181 +2000t 1,24
- + R
f(x):1+2cos(%x—%n):022cos(%x—%7r):—1:cos(%x—%n):—%: %ég; o= WTHOEL
LT Bmin=@
1, 5,_2 . 1, 5,__2 . 1,_9 . 1,1 . Hmax=4nll
5X 67[—37r+k 27:\/2)( o7 37r+k 27z:>2X 67r+/( 27:\/2)( 67r+/( 2T = ﬁ%ﬁ:@?
x:37z+k~47rvx:%7z+k-47z.Ergeldf:xop[O,47r]:>x:37z\/x:%7r. pnax=3
3z 3z Hres=1
0(1/):J’(1+2cos(%x—%7r))dx:[)(+4sin(%x—%7r)}1 —37r+4sm(27r) ( 7r+4sm(—77z))
i 37

3

=37+4-13)-(1z+4.-13) =227+ 43.

g(x) = sm3(x) 3()3 =g'(x)= 3sm2(x) cos(x) # £(x). Dus g(x) = sm3(x) is geen primitieve van 7.
cos(2A)=1- zs.nZ(A) = 2sin®(A)=1- cos(ZA) = sin?(A) =1 - L cos(24).

f(x)= smz(x) cos(-):>F(x) x—f -sin(2x)+c:%x—%sin(2x)+c.

cos(2A) = 2c052(A) —-1=cos(2A)+1= 2cosZ(A) = %cos(ZA) + % = cosZ(A).
f(x) :cosz(x):%cos()+% = F(X):%~%-sin(2x)+%x+c :%sin(Zx)+%x+c.
cos(2A4)=1- ZsinZ(A) = 2sin(A) =1- cos(ZA) = sinZ(A) =1-1cos(24).

g(x) = sin2(3x) =1_ fcos(-) = 6(x)= x -1.1 sin(6x) e ; X - —sm(éx) +e.
sin(2A) = ZSm(A)cos(A) == sm(ZA) sm(A) cos(A)

h(x)= sm(2 X)cos(2 X)= sm(x) =>Hx)=5 —cos(x) +c= —%cos(x) +c.



48a f(x)= Tanz(x) = (1 + ‘ranz(x)) -1= F(x)=1tan(x)-x +c.

48b gxX)=x+ Tanz(x) =X+ (1 + Tanz(x)) 1= 6(x)= x +tan(x) - x +c.

49a sin(2A) = Zsm(A)cos(A)a sin(2A) = sin(A) cos(A). YTy g Ra .
lﬂ 1 ] '
1
jsm(z)()cos(zx)dx jzsm(-)dx [-écos(4x)]g =-Lcos(2r)--Lcos(0)=-1 -1+11=L+1-3
=inczs 3258254838
49b cos(ZA) =1-2sin%(A4) = cos(ZA) ~1=-2sin’(A) = L cos(24) - 1 = - Lsin(4). Ans 135
T | ]
2 3 : 3,77 _1 3 1aine2 3.1
{[ (2 >sin (X))dX I( cos(2x]) +13 )dx [ sm(2x)+lsz%”_gsm(27r)+lz7r—(§sm(§n)+lz.§7r)
5” 7 roAzvEras, -1 3, (1.1 7 31 7 7.1
" 04137 (5 38+ 57) =137 -3 -Hr=Fr—§\B.

1 THOOW
Amin=g

50 cos(2A4) = 1-2sin’(A) = 2sin’(A) =1 - cos(2A4) = sin®(A) = % - % cos(2A). gma=Loznll
SCl=
%” 1 1;; Flotl Flotz_Flet3 32;2:{1 @
I(L)= j (f(X) dx = I - sm2(2x) dx = j (% —%COS()) dx i;;gﬁmcth sy

Ares=
0

:[7[-(%X—gsin(4x))};”:ﬂ.(%ﬂ—%sin(Zﬂ))—7z~(0—%sin(0))=7r-(%7z—0) (0-0)=17%

51la Flx)= 2()2 +sin(x)—1= F'(x) = 4sin(x) - cos(x) + cos(x).
f'(x)=0= 4sin(x)-cos(x) + cos(x) =0 = cos(x)- (4sin(x)+1)=0

COS(X)=0\/4Sin(X):—1:>X=l7l'+/(~7[\/5in(X)=—l3X:lﬂVXZI%ﬂ\/Sin(X)=—1.

2 4 2 r
x=ir=flr)=2sin*Ga)+sindr)-1=2.1°+1-1=2+0=2,
X=1%ﬂ:f(1%ﬂ)=2$in2(11ﬂ)+sin(117r) 1—2.(—1)2+—1—1=2—2=o.
in(x) = L1 o (L1, 1 1_9-1_1_q_1_2_ q__41
sin(x)=—z=f(x)=2(- 1y, 1=2. 16 4 l=g-4-1=g-§-1=-13.

Randextreem: 7#(0) = F(2z)=2- o2 +0-1=-1.Dus & =[-11,2].

51b £(x) =0 = 2sin?(x) + sin(x) -1 =0 (stel sin(x) = #)
212 1t -1= o:o P2 -4.q.c=1?-4.2.1= 1+8 9=D=3.

t =sin(x) = 2 2 = t=sin(x)=-1vt=sin(x)= 2 (met x op [0,27]) = x = 1 L 7 (z0eken we niet) v x = %ﬂ'\/ X = %ﬂ'
cos(2A4) =1-2sin’(A) = 25m2(A) 1=—cos(2A).
i7Z'
5
j (25in?(x) + sin(x) - 1) dx = j (~cos(2x]) +sin(x)) dx =[ - Lsin(2x) - cos(x) |*”
g g 34
6 6
=—1sin(37) - cos(@x) - (~1sin( 1) - cost 7)) = -4 - -4V3 --1V3 - (-1- 143 -143)
-1 1 1 1/3-11
—4\/§+2\/§+4\/§+2\/§—12\/§.
Flotl Flokz Flobz
SMBsintRIE+sing
o2 , 1 - 1) - 1 1 5 [Hoilg?
52 f(x)=0=sin (x)+sm(x)+Z:O:(sm(x)+§) =0 :snn(x):—ézx:lgnvx :1— |z
7(0)= 02+0+ % = % >0 = het ingesloten gebied loopt van x = 1%71' tot x = 1%71'. “éﬂ?ﬁ!g .
. 2 . 2 . 2 F"I-EX: I
cos(2A4) =1-2sin(A) = 2sin®(A) = 1 - cos(24) = sin®(A4) = 1 - L cos(24). Uainett
157 157 32?12%'5 FRix)d= ERAPEBZE
6 6 Ares=1
J' (sinz(x) +sin(x) + %) dx = j (% —%cos() +sin(x) + %) dx [2 X - me(ZX) cos(x)
léﬂ 1%” 3
=3. 1%;;-% in327)-cos(127)- (3 11 r-Lsin(27)-cos(tin)) Hns/“%%ﬁazﬁ‘ms
33
=247 \/— ‘/— (*”‘* **/—“*\/—) e %668254838
2 =in
7,”8\/_ \/__7,,+ f [ 7,,+ f J3= ,7;_,\/_ o EEER254ATE

-« BECEZI4EEE



53a

53b

53c

54a

=
55 &

56a

56b

56c

56d
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F(x) =11 -3sin(} x) heeft
evenwichtsstand 1 . amplitude 3; pemode =47 en beginpunt (27, 11).
2

Zie de grafiek van #(x) = 15 - 3sin(§ x) hiernaast.

F(x)=0=11-3sind x)=0= -3sin(G x) =11 = sin(f x) =1

%X:%ﬂ'+k~2ﬂ'\/%X:%7[+k-272':>X:%ﬂ'+k-4ﬂ'\/)(=%ﬂ'+k~47l'.
x[0,4z]= x :%ﬂ'v X :%ﬂ'. (het gevraagde gebied ligt ONDER de x-as)

cos(lo2%l-3my

. BEEB254638
3

-_11.5__ 15,y _(_q1.1

= 12 37 6cos(2 37r) ( 3

1
_ 1 1 1
=-21ir-6.-1V3-(-1z-61

ﬂ—éCOS(%'%JZ)) =—gﬂ—écos(gﬂ)—(—%ﬂ—6cos(%7z))

5. 57 5
3 3 37 5,
oW)= [ -F(x)dx = [ [-11 +3sin(L x| dX:{—11X+3~—cos(1X)} 11x 6cos(E x) |3
J-ferar= ] (afsasm(Eed]ar=[ 1100 T o] [ 4fr-seasth]
3 3
1
2
;ﬁ)=—2%;z+3\/§+%7r+3\/§=6\/§—27z.

wlo

v

w\m
w\m
=
o
T

I(L):LJ;[ (F(x)) dx = I,, (14 -3sindx))° dx = I,, (24 -9sinGx)+9sin®(Gx))dx BT ME

Nuis: cos(2A) =1 - 2sin2(A) = 2sin2(A) =1 - cos(ZA):smz(A):%—%cos(ZA).

jj” 7-(24-9sin(3x)+9: (£ - Leos(x))) dx
37

cns(S/Gn)

S5z

3 5z . DEEE254A38

= n~[2‘1‘x—?-—cos(éx)+gx—gsin(x)ﬂ :[n (247/\’+18605(1/\’)—*5'"()()”3 ns 3>
2 iz 37[ m
3 SintSo3m)

:71’~(%~%7[+18COS(§”)—25“‘1( i”))_”‘(%‘%”"'ISCOS(%”)_%SM(%”)) c.ns(l-}gi?8254838

9 5in(1}§%?8254838

- (T +18-— \/—_7,_7\/—) (zﬂ'+18 13-3. ,\/—) L Eecezsense

SmE-13.50(30
1%71'2 97rx/_+217r\/_ 21 97rx/§+2%7r«/_:97r2—13%m/§. .n 55-443753ﬂ

yp =sin(ct) en de periode is 5= = ¢ = 25 54b Formule IT: xp = cos(%” 7).
Of voor t =5 is yp = sm(%” -5) = sm(2;r)
(de sinus heeft dan precies één periode doorlopen)

rCy-x+3=-1= LAMB = 45° = (AAMB is een 1-1-/2 driehoek) AB = MB.

4 _4 2 _4l2_
AM=4= AB=MB =1 =2 A2 =12 =22,

Xq=Xxy-AB=2-22eny =yy+AB=1+2V2.

t=0=/P(1,3). P draait linksom. 7 op [O, 1%7[] = driekwartcirkel.
De baan van P is driekwartcirkel met middelpunt M(-1, 3) en straal 2. ‘
x=0=-1+2cos(t)=0=2cos(t)=1= cos(t) =% (topl0, 13z =1= %7[. §
f:%nzy,, :3+23in(%7r):3+2-%\/§:3+\/§:A(O,3+\/§).
rcy-x+4 =1=bij 8 hoort # :%ﬂ' en bij ¢ hoort # :l%ﬂ'
f:%n:)(g:—1+2cos(%n):—1+x/5eny3:3+25in(%7r):3+x/§. ; ; ; ; ;
t=1lz=xc=-1+2cosim)=-1-vZeny =3+2sin1ln=3-v2. 4 3 =2 1 o 1 2

243
2.894395182
4. 3n
X =-2=-1+2cos(t) = —2 (in‘rer‘SecT of) = L 4188798205
2cos(t)=-1= cos(t) t=%trm+k 2zvt ko2 BT | ™
cos =-1= —_73 ,” TV __7” z
1 3 2jE2g” [MINDOU
1 op [O,177[]3f—§ﬂ'~2,09\/7'—§ﬂ'z4'19. N fminze
: iﬁ:; pecl=0 Inbersection™,
X < —2 (zie driekwartcirkel of plot) = 2,09 <1 < 4,19. WES | Emin=3 e ihaaashE be
W=z.ngyzenl Y=-z
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57b

58a

58b

58c

58d

59a

59b

59c

59d

60a

6la

61b
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xp =5 +3cos(2t) en yp =2+ 3sin(2t). (met # in seconden)  [JIHDOL

EEl:]
1.935668155 1.9353668155

De eerste rondgang van # =0 tot t = 7. g ﬁEET;E'
y =0 (x-as) = 2+ 3sin(2t) = O (infersect) = |u}:2q anin=1
1t=1,94v1t=278. Hres=1
y <0 (zie plot) = 1,94 <+ < 2,78. Dus 0,84 seconden per rondgang.

Interseckion
W=1.03CRA0z  Y=0

t=0=P(1%, —+3). P draait linksom.  # op [0, 3 7]= 2+ op[0,147]

Intersgckion
W=z.7PercEE Y=0

2. FTET2EE2D
< 241Be267EE

De baan van P is driekwartcirkel met middelpunt M(—%, —+/3) en straal 2.
¥ =0 (x-as) = —/3 + 2sin(2+) = 0 = 2sin(2#) = V3 = sin(2+) = 33 =
2t = 77r+k 2w v 2t = 7z—§7r+k Y4

7z'+/( Tvt= fﬂ(dezezoekenwe)+k .

f
6
XA:—§+2cos(§ir)_—§+2 -1=-1l= 411, 0).

X = -11 = -1 +2cos(2t) = -1l = 2cos(2t) = -1 = cos(2t) = -l =

2t = 77Z'+k 27rv2f_—§7r+k 2r=>1= 77r+k nvf_—§7r+k 7.

fop [O, Zﬂ]zf_gﬂvf—gﬂ. Dus x < 1; (zie de baan bij 580):>§7Z'<7‘<%ﬂ'.

y =—-2= —/3 +2sin(2t) = -2 (intersect) = t =~ 1,64.

g¥1E'¢(3)+25in(2
Dus y < -2 (zie 58a of de plot) = 1,64 <7 < 3z

~eB-2
~hx=l

hINnnw'
Amin=g8
Xmax 3-dmll
Flotl Flotz Flots mecl=a

1=p
Hres=1
Inkerseckion
H=i.m37HEER W=-Z

Flotl Flokz Flots
S EZsingE)
\VaEZch(H)+1

~ix=R [ THDOW
Rt b Amin=g
Anax=znll
Ascl=0
Ymin=-2
“rax=3
‘Y=o l=0

y =x+1=2sin(t) =2cos(t) +1 (met 0 <t < 27) intersect geeft dan
t=115eny=182= x=y-1=0,82 = snijpunt (0,82;1,82)
of +=3,67 eny=-0,82= x=y-1=-1,82= snijpunt (-1,82; -0,82).

x=1=2cos(t)=1= cos(t) =

737‘

Interseckion
W=r.EeEEZE? Y=-.B2zBPET

77r+k 27rv/'——§7r+k 2r. Sroz=1

Er geldt nu: x >1 voor laercl 3 Lz De baan van P is een cirkel met middelpunt (O,

3

2
Dus ligt 3 :% deel van de cirkel rechts van de lijn x =1. (omtrek van een cirkel = 27r)

De lengte van het deel rechts van de lijn x =1 is %-27[ 2= %z.
P(2cos(t), 2sin(t)) en Q(cos(Zf), sin(27)). Nu de stelling van Pythagoras:
PQ? = (cos(2t) - 2cos(t))? + (sin(2#) - 2sin(r))?
= cos?(2+) - 4 cos(2t) cos(?) + 4 cos(t)? + sin®(21) — 4 sin(2#) sin(#) + 4sin’(#)
= cos?(2#) + sin?(2t) + 4 cos(#)? + 4sin®(t) — 4 cos(2+) cos(t) — 4 sin(2#) sin(#)
= cos?(2¢) + sin(21) + 4 (cos(#)? + sin’(+)) - 4- (cos(2) cos(t) + sin(2?)sin(#))

Int-zrsecti}\x
W=1.146785F V=1.BzzB7EF
0) en straal 2.

=1+4.1-4 .cos(2t -+)=5-4cos(t). Dus PQ =+/5-4cos(t). g e P
PQ = 5= 4cos(?) =1} (ntersect) =1~ 0,81v# =5,47. 7 gipmmesg ] WEB- ninte ]
PQ =6 4cos(t) >1L (zie plot) = 0,81 <+ <5,47. 5470429746 |Vre= ?EE& 2 S ——
Dus gedurende 4,66 seconde per rondgang. #.EITETHLE4 yecl=d W

De translatie (2, 0). 60b X =3 cos(% (t-2)enyo=3 .<:in(l (* - 2)). (met # in seconden)
i 4 ,V] /_\ .
T
De omlooptijd 7 =T = = 57 seconden. 0
Na 1 e %7[ = %75 seconde (voor # =1 7) bevindt P zich in (7, -2). 2] fe : t=47
Dus xp =4 + 3cos(2%(7‘ - %7[)) enyp=-2+ 3Sin(2%(7‘ - %7[)) (met 7 in seconden) -3 A 5e0s(2.5(2-175
T

1. 123227176
“243sintZ. o2-1s

t=2=xp=4+3cos23(2-Lm) =112 en yp =—2+3sin(21(2- L1 7))~ -2,85. o2t
-2. 858935356

Na %%72‘ = %7[ seconde (voor t = £ z) bevindt P zich voor het eerst in (1, —2).



61d

62a

62b

62c

63a

63b

63c

64a
64c

65a

65b

y =0 (x-as)=> -2+ 35in(2%(7‘ - %7:)) = 0 (intersect)
1=092=xp=4+ 3cos(2%(7‘ —%n)) = 6,24 = snijpunt met x-as (6,24; 0).
t=159= xp =4+ 3cos(2%(7‘ —lfc)) =1,76 = snijpunt met x-as (1,76; 0).

5

Flokl Flotz Flots 1 OO
<M -243sinc2 50| Bmin=g . 92B2E95932 1.59306453
=15l Anax=4. Sl RS 3
=[] Ascl=A . 23EBEFIFF 1. 753932823
sNr=d+3oos 2. 50K Ymin=-5 RERES] Ry
—1-Sm2 “max=1 5] 5]
~itu=N w=cl=g Intersection L] Intersection L]
sNE= Ares=1 H=.Bz0E0gEs y=i H=i.EBE0AHE Y0

xp =15+ 6 cos(4x(t - 1))

] 1 (# in seconden).
yp:23+6sm(47z(7‘—ﬁ)) - = —

(21, 23)

) =15+ 6cos(4x(* + 1))

(# in seconden).

{XQ :15+6cos(47z(7‘+l— 1

YQ =23+6sm(47z(7‘+ %)) =23+6sin(47z(7‘+%))
xp =15+ 6cos(4xt — n):15+6cos(47r(1’—%)) :15+6cos(47r( _E_%))

(# in seconden).
Yo :23+6sm(4m‘ 7)=23+6sin(4x(r - 1)) :23+6sin(47r(f————))

Dus R loopt = 35 Seconde achter op £ of (omdat de omlooptijd } seconde is) E seconde voor op .

1
2

{XP=_1+3COS(4f) xq =-1+3cos(4-(r-1-1x))=-1+3cos(4-(r- 1 1))
yp =2+ 3sin(47) yq=2+3sin(4-(+-1-17))=2+3sin(4-(r- 1))

Omlooptijd is 27” =57 seconde.

(# in seconden).

Op t =0 heeft P een fasevoor'sprong van i op (2, 2).

Q heeft een fasevoorsprong van + op £ = fasevoorsprong van Qop (2,2)is +1=3.
XQ :—1+3cos(4~(7‘+1—2~§7r)) :—1+3cos(4-(7‘+ >4 ))

{yQ :2+3sin(4~(7‘+%-%7r)) 2+3sm(4 (f+ 7[))

(7 in seconden).

Op * =0 heeft P een fasevoorsprong van E op (2, 2).
Q heeft een faseachterstand van % op P = fasevoorsprong van Q op (2,2) is %—i =1
{XQ = —1+3cos(4-(f+%%7r)) = —1+3cos(4-(f+é;r))

YQ = 2+3sin(4~(f+%%ﬂ')) = 2+3sin(4~(f+éﬂ'))

(# in seconden).

De fasevoorsprong van Q op P is Z = % 64b De faseachterstand van R op P is %—Z = %.
De fasevoorsprong van @Q op R is %+% 17 (> 2) = faseverschil tussen Q en R is 1—— li
Omlooptijd in stand T is 1 seconde = w= g =27-15 =307 rad/sec.

Q heeft een faseachterstand van % op P

xp = 20cos(3017) _ 20cos(307r (r-1-4))=20cos(307-(r- %))

{yp 20sin(307#) © { Y@ =20sin(307- (# ~1 1)) = 20sin(307 - (+ - ) (7 in seconden).

xp =20 cos(307r (t+ 4%))
yr =20sin(307 - (+ + X))

R heeft een fasevoorsprong van % op P, dus { (# in seconden).

v =108 km/uur =30 m/s = 3000 cm/s. To5+1808/86780__
.o . . 2 . 20 4
Omlooptijd le ITis 3”000 3076 sec. Fir=+188 .

Dus w=2r: 300 =2r- 300 =150 rad/sec. "

xp =20cos(1507) , .
{y,o = 20sin(150¢) (7 " seconden)




66a

66b

67a

67b
67c

67d

67e

68a

68b

68c

68d
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De diameter van rol II is de helft van rol I, dus de omlooptijd van rol IT is de helft van de omlooptijd van rol I.
xp =10 cos(— 274)=10 cos(m‘) Xg =5cos(2nt + 1)
(7 in seconden).

yp= IOsm(— Zt)= —IOsm(m‘) Y@ =5sin(2xt + )

Ton
Omlooptijd rol IT is 1 sec. = elke seconde loopt 27 -5 =10z cm papier tussen de rollen door. S
Dat is per uur 10760 - 60 = 360007 cm =113097 cm =1131 m. g PSS

S I3EbEpaTT
xp=-2+4cos(-xt) , . 1+dzipt =1, 2n)
. (7 in seconden). 3.351141869
yp =1+ 4sin(-zt) N

t=12=xp=-2+4cos(-1,27)=-5,24 en yp =1+4sin(-1,27)=3,35.
De baan wordt in nega’rieve richting (met de wijzers van de klok) doorlopen.
per'lode is 1 2= seconde:w‘ 1, 7‘=2% en 7‘=4%.

x =0 (y-as) = —2+4cos(—m‘)—0:>4cos( 7t) =2 = cos(— m‘):%:

-t = §7r+k 2T v m‘——§7r+k Zn:f——7+k 2vit= +k~2.

t=-loy= 1+4sm(37r) 1+4.13= 1+2J_:>P(01+2J_)
:3:>y—1+4sm(—§7r)_1 4. ;f_1 243 = Q(0,1-24/3).
Alternatieve uitwerking: NP% = 42 22 =12 = NP = /12 = 23 = P(0, 1+ 2v/3) en Q(0, 1-24/3).

cos LAMB =% = L AMB ~1,318 (rad) S
De lengt deb der d is 2:Ans 574 10,54, oo a3l8116672

e lengte van de boog onder de x-as is =71 - 27 - 16, 54492857
Alternatieve uitwerking: N

y =0 (x-as) = 1+ 4sin(-z1) = O (intersect) = + = 0,08 v + = 0,92.

y <0 (zie plot) = 0,08 <7 < 0,92.

Dus ongeveer 0,84 seconden van de 2 seconden per omwenteling onder de x-as.
De lengte van de boog onder de x-as is % -2r-4=10,54.

Flokl Flotz Flots WIHOOW “+A E—-A

“MiBl+dsing - Amin=a . HEE43HE2EE 9391387535
=Nz BE anax=2Z1 B Ars 243

=M=l Ascl=A 919559376 18, 54492857
\3u= $m1n=é3 X 7 T L] L]

wMe= Max=

~iE= w=cl=g Interseckion Interseckion

R ik Ares=1 HeBO04F0EE Y=i H=.D18EE03E Y=o

T=30= w=2Z =7 rad/min. Op # =0 zit Frits in het hoogste punt.
Frits =67 1 cos(k 7+ (7 + 1 -30)) =67 L cos(zk 77 + 1 7)
YFErits = 67%+67%sm(ﬁn~(7‘+%-30)) =67%+67%sm(ﬁm‘+%7r)

(# in minuten).

Voor Frits geldt: {

Saskia heeft 3% =1 faseachfersfand op Frits.
X Saskia = 67%‘:05(15 z-(t + 30— 30)) 67%COS( zT-(t+s 30))
(# in minuten).
¥ Saskia =67 % +67 Lsin(L - (7 +4 3o 1.30))= 67%+67%sm( - (++1-30)

ZMHET . D
424, 11568852

De omtrek van het reuzenrad wordt afgelegd in 30 minuten 848, 23A0165
A= 1 BEE

Dus 27 - 67% meter in 30 minuten = 848 m/uur = de snelheid is ongeveer 0,85 km/uur. g -odezieeles

I
=]

2. 39851757
12.60148294

y =100 = 67% + 67%sin(% 7+) =100 (intersect) = # = 2,40 v # = 12,60
y >100 (zie plot) = 2,40 < t < 12,60.
Dus gedurende ongeveer 10,2 minuten =~ 612 seconden boven 100 meter.

E—A

160, 28296589
Ars+GE
. 612, 1773532

Flatl Flokz Flatd 1 THOOL
WMWIBEF . SHETY.Ssin| | Bmin=8 J/fﬂ\\ ;/rﬁ\k
Cl-o13mEl Amax=30 f
~NzE18E wscl=H
S | Ymin=0
Wy Yrax=1350 35
whe= "r'EC-IfB Intersection Interseckion
W= Hres=1 H=2.3OEELFL =100 =1z 6014BE _v=1i0

i i ina: 32.0°67.0
AIternaﬂSezvg uitwerking: o ablaniests 325|q 55 s
cos(a) = = a=1,068 (rad). o e naszaas 1

67 > HHE/HTEBZEZQGSSQ
Dus gedur'ende 30 10,2 min. = 612 sec. boven 100 meter. fnz+cam’ 67,5

x




Diagnostische toets

DlaE -cos(3x - % ) =cos(3x — % 7T+7x)=cos(3x + %7:) =sin(3x + %

DIbE  (sin(x)+cos(x))? = sin?(x) + 2sin(x) cos(x) + cosZ(x) = sinZ(x) + cos?(x) + 2 sin(x) cos(x) = 1 + sin(2x).

1.\_ai 1
7z+§7z)—sm(3x+147z).

Dlc 2+cos(x)— 25in2(x) =2+cos(x)-2 (1 - cosz(x)) =2+cos(x)-2+2 cosz(x) =2 cosz(x) + cos(x).

D2a2 sin(3x —%7[) = cos(2x) D2c2 cos(% at) = —sin(é zt)
cos(3x —%n - %n) = cos(2x) sin(% xt+ %7:) = sin(% 7zt +7)
3X—%7z:2X+k-27rv3x—%7z:—2x+k-27r 27z7'+1ﬂ:lm‘+7z+k~27zv%7z/‘+%7z:7[—%7[7‘—7:+k-27r
X=%7Z+k~2ﬂ'\/5X=%ﬂ'+/\’ Y4 @m‘ 77r+k 2rvil m‘:—%ﬂ+k-27r
X=%7Z+k~2ﬂ'\/X—207Z+/\’ £z t= 15+/( vf— %;+k-6—70
xop[O,ﬂ]:X:%ﬂvx—%nvx—%nvx—%ﬂ fop[O 10]:>f vt= vf 105\/7‘:%.

D2bE  2sin®(2x) = sin(2x) +1
—sin(2x)=1- 25in2(2x)
sin(2x + ) = cos(4x)
cos(2x + 7 — % 7) = cos(4x)
2x+%7z:4x+k~27zv2x+%7z:—4x+k~27z
—2X:—%7r+k-27rv6X:—%7r+k 2r
X:%ﬂ'+k-ﬂ'\/)(——%7r+k 7
Xop[O,27[]:X:%7zv)(—1‘1,r7zvx:%7rvx:%ﬂvx gﬂv)(—l—gﬂ.

D3aE  sin(x +17)=2sin(2x)- cos(2x) D3bH  sin®(2x)+ 4 = cos(4x)
sin(x+%ﬂ)=sin(4x) sin2(2x)+%:1—25in2(2x)
X+%ﬂ'=4X+/(-27Z'\/X+%ﬂ'=ﬂ'—4)(+/(~2ﬂ' 35,}12(2)():%
—3X=—%ﬂ'+k-2ﬂ'v5X=%7z‘+k 2r sin2(2x)—
X=%7Z’+k-%7rVX—15ﬂ'+k £7. sin2x = +;

2X:g7z+k ﬂvZX:—%ﬂ+k T
leizﬂ+k *ﬂvX——liZﬂ-ﬁ-k ST
1 2sin(x)cos(x) 2sin(x)
= Tan(ZX)zsm(ZX)z Zsin(x)co.s(x) _ Zsin(x)co.s(x) L cos’(x) _ cosz(x') __cos(x) __2fan(x)
cos(2x)  cos?(x)-sin®(x) cos®(x)- sin®(x) 1 cos?(x) _ sin®(x) sin(x) Y 1-tan®(x)
cos™(X)  cos?(x) cos?(x) {mj

D5 2 f(l%;r—p)+f(1%7z+p) =sin(37z—2p)+cos(1%7z—p)+sin(37z+2p)+cos(l%7r+p)

=sin(2p) + sin(p) —sin(2p) — sin(p) =0 = £ is symmetrisch in het punt (1%7:, 0).
D6a2  F(x)=cos(2x]) +sin(2x]) = F'(x) = -2sin(2x) + 2 cos(2x).
DébE  £(x)=2cos3(x) = 2()3 = £'(x) =23 (cos(x))? - —sin(x) = —6 sin(x) cos?(x).

 cos(x) v¢ oy _ Sin(x) - =sin(x) - cos(x)- cos(x) _ —sin*(x)-cos’(x) _ 1
D6cE  F(x)= s = fi(x)= sinf(x) = sin?(x) T it (x)

D6d = f(x):x sm()zf(x) 2x - sm(2x—77r)+x 2cos(2x—77r) 2xsin(2x -3 n)+2x2cos(2x—%7r).

DéeE  £(x)=sin(x) tan(2x]) = F'(x) = cos(x)- tan(2x) + sin(x) 2(2 ) ZZCOS(X)'TGH(ZX)’L%((ZXX))'
. ) 1 5 ) 2sin(x) _ sin(2x)
o6f f(X)::}f'(X)ZSIn(X) 0% (2) 2 - tan(2x)- cos(x) _ cost(2x) _ cos(@x) cos(x)'cosz(zx)
sin(x) sin?(x) sin?(x) cos?(2x)

_ 2sin(x) - sin(2x)cos(2x)cos(x)
B sin?(x)cos?(2x)

tan(Zx)) . _sin(x)- (1 + ‘runz(ZX)) -2 - fan(2x)- cos(x) 25|n(x)+25|n(X)Tan (2x) - Tan(Zx)cos(x)
OF ... flx)=—==* “ein(x) =>f'(x)= sin?(x) sin®(x)




D7a 2

D7b

D8a

D8b &

D8c 2

D9a
D9
D9c 2

D9d

D10a 2

D10b &

DI1E
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f(x)=3-2sin(x —fzz) heeft evenwichtsstand 3; amplitude 2; per'lode =27 en beginpunt (6 7+ 3)= (1 Lz 3).
Hoogste punten zijn (7 Tty L 2zr+k-27,3+2)= (57z+k 2r, D).

Laagste punten zijn (57r+ 2r+k-27,3-2)= (87r+k 2z, 1) = (27r+k 2r,1).

f(x)=-4+3cos(2x — Zﬂ') =-4+3cos(2(x - gn)) heeft

evenwichtsstand — 4; amplitude 3; periode 27” = 7 en beginpunt (%7[, —4+3)= (% z, -1).

Hoogste punten zijn (é;r t+hk-m, —4+3)= (éﬂ'+ k-m, -1).

Laagste punten zijn (éﬂ'+%-ﬂ'+k~ﬂ',3—2)2(%7Z'+k~72', 1).

F(x) = sin([2x]) - 2sin(x) = 7' (x) = 2cos(2x) — 2 cos(x).
F(r)=sin(2z)-2sin(zr)=0-2-0=0= A(x,0) enrc=F'(x)=2cos(2r)-2cos(r)=2-1-2--1=2+2=4.

g’;:;(;”o)} = 0=47+b = -4z = b. Dus de raaklijn in A(z,0) is y = 4x — 4x.

F'(x)=2cos(2x)—2cos(x)=0=2cos(2x)=2cos(x) = cos(2x)=cos(x)=>2x =x+k-2xrvex=-x+k - 21 =
x=k-2zv3x=k 2r= x:k-27rvx=k~%7z. Dus (zie ook figuur 11.25) X =%n en xp =2z [inta/Zn;

3 Hn5/¢(§?68254838
ya=fGr)=sinGr)-2sin(ér)=-13-2.13=-13-3=-113= 87 -133). | oars
. BEEEZS4ETE

ye =f¢n)=sindr)-2sindr)=1V3-2.-13=13+3=11V3= c(},113).

f'(x)=2cos(2x)—2cos(x)=-2 = cos(2x) - COS(X):—1:>2COSZ(X) 1-cos(x)+1= 0= 2cos? (x)-cos(x)=0=>
cos(x)-(2cos(x)-1)=0= cos(x)=0v cos(x) = *2X—E7Z+k 7zvx—§7z+k 27zvx——§7r+k 2r.
XOp[0,27[]3XZ%ﬂVX—%ﬂ'VX—Iéﬂ\/X—lg .
f(%n):sin(%n)—Zsin(%ﬂ):%«/g—Z%«E:%x/g—x/g:—%\/gzwaakpunf (37r —*\/—)

f(%ﬂ')z sin(ﬂ')—Zsin(%ﬂ') =0-2-1=-2 = raakpunt (%7[, -2).

f(l%ﬂ') = sin(37r)—25in(1%7r) =0-2--1=2 = raakpunt (1%7:, 2).

F137)=sin3Lr)-2sin(147)=-33-2--13 =13 +3 =13 = raakpunt (157, 73).

f(x):—%sin()2F(X):—%-%-—cos(2x+%7r)+c:%cos(2x+%7r)+c.
_q(x):3X2+cos():>6(X):3%X3+3~sin(%x)+c:x3+3sin(%x)+c.
/7(X)=X—2$in2()()=X+(1—25in2(X)) 1=x+cos(2x])-1= H(x)= % %SIH(ZX) X +c.
k(x)=2+ ’ranz(x) =1+ (1 + ‘ranz(x)) = K(x)=x+tan(x) +c.

1

37 1

[ (sin(@x]) + cos(x)) dix =[S cos(2x) + sin(x) |~ =~L cos(Z 7) + sin(} 1) - (~L cos(] 7) + sin( 7))

1 o7

" Cos (23 costl -3 = 1 1 1\/_ 11.1 1 1\/_ 11 1\/_
; . ; =g =5 +35V3 (-5 5+5)=%5+5V3+5—5=5+/3.
51n(1/§g%8254838 iln(l/ﬁn) = 2 272 (2 2 2) 472 4272

l L]

w\>—‘

IS|n2(X)dX J'(f—fcos(-)) dx = [ X—% %SIH(ZX)J

o~\'—‘

2 2 2 5:?.#‘1(2?%2%8254838

I,cos(ZA) 1 25in2(4) = 25in2(A) 1 - cos(2A) = s (A) 1-Lcos(2n)| 11 osanse

=11, lan@m—(l.1,_1g4 1, 113 1,1 1/73_1

=3 gr-gsinGm) - (3 gr-gsinG D) =gr-4 3B - g 3B=G
37 3z 3z
2 2 2 2 1.1 i
[z (F(x) 2 dx = .[7: cos“(x)dx = [ z ( +1 cos(-))dx [ ( x+%. Esm(2x))}1
37 P 37 "
|cos(24) = 2cos?(A)~1=> 1+ cos(24) = 2cos?(4) = L + S cos(24) = cos? ()]

=7Z'~(%~%ﬂ'+%sin(3ﬂ'))— (% %72’+ sm(;r)) —7r2+ 77 0- 4 2—%71"0:%71'2.



D12a 2

Dl12bE
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D13c 2

C. vou Schwantzenbeng 16/22

De baan is een driekwartcirkel met middelpunt (-1, 0) en straal 4.
t op [0, %7[] =2t op [0, 1%7[] = driekwartcirkel.

x=1=-1+4cos(2t)=1= 4cos(2t) =2 = cos(2t) = % =

27‘z%7t+k~27zv2f=—%7r+k~27z:>7‘:%7:+k-ﬂv7‘=—%7r+k~7r.

Dus # =%7r en yy :4sin(2%7z): 4sin(%7z):4%x/§ = A(1, 24/3).
In AMDC geldt: sinM=<0.-2 -1 = m=1z

MC 4"
ACME:JZ—Z%ﬂ:%ﬂ.

2r-4 =

b

2
Dus de lengte boog CE is % - (omtrek cirkel) = 4= %7:.

2
3

De omlooptijd is 3 seconden = w=2Z =27

xp=5+13 cos(% 7z(t - b))
yp =12 +13sin(5 2(# - 5))

(met t in seconden).

De parametervoorstelling voor de baan van punt P is:{

Punt Q met 1 seconde achterstand op P geeft als parametervoorstelling voor de baan van Q:
Xo =5+13cos(2x(t -5-1 Xo =5+13cos(27(t -6
Q . (% ( ) Q . (% ( ) (met 7 in seconden).
YQ :12+13sm(§7r(f—5—1)) YQ :12+13sm(§7r(f—6))

Punt R met een fasevoorsprong van % op P geeft een voorsprong van %3 :% seconde.

De parametervoorstelling voor de baan van R is:

{XR =5+13cos(2x(t -5+3)) {XR =5+13cos(x(r - 41))

.2 3 o 1 (met 7 in seconden).
yr =12+13 5|n(§7r(f -5+ Z)) yr=12+13 sm(gﬂ'(f - 42))
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Gemengde opgaven 10. Goniometrie en beweging

o 2sin(x)- cos(x) _ sin(2x) _
62502 25 (x)  cos@x) tan(2x).

G25b 2 cos4(x) - sin4(x) = (cosz(x) + sinz(x)) . (cosz(x) - sinz(x)) =1-cos(2x) = cos(2x).

sin(2x) _ 2sin(x)- cos(x) _ sin(x) _
625¢2 1+cos(2x) ~  2cos®(x)  cos(x) tan(x).

625d E cos(x — y)-cos(y) —sin(x — y)-sin(y) = cos(x — y + y) = cos(x).

G26a 2 sin(x)- cos(x):% G26c 2 cos(x+%7r):—sin(x)
2sin(x)- cos(x)zf sin(x+%7r+%7z)=sin(x+7r)
sm(ZX)—2 X+%7Z’=X+7Z'+k~2ﬂ'\/)(+%7r:ﬂ'—/\’—ﬂ'+k-271'
2X=%7I’+/\’-27IVZX=%7Z+/(~27Z geen oplossing V2X=—%ﬂ'+k-2ﬂ'
X—%ﬂ'+k nvx—1527r+k~7r. X=—%7Z’+k-ﬂ'.
G26b =2 COS(X—%ﬂ)zsin(ZX) 626d 2 cos(2x) - sin?(x) = %
cos(x—%n):cos(Zx—%ﬂ) cos(2x)+1 cos(2x)—% 1
X—%E—ZX—%E+/( 2nvx—én:—2x+%n+k-27r 11cos(2x) :>cos(2x):%
—X——gﬂ'+/\’ 27rv3X—67r+k 2r 2X—§7r+k 2w v 2x =— %7[+k~27z
ngﬂ'+k~2ﬂ'\/)( 1%n+k . X = %ﬂ'+/\’ ﬂvX——%ﬂ'-ﬁ-/\’ b4
627aH f(x)=% £(x) = g(x) g(x):%
sin(x) = % sin(x) = cos(x) cos(x)=+
X=%7Z. X=%7f~ X:%”'
1 1
a7 4 iz iz
ow)= f (sin(x)—%) dx + f (cos(x)—%)dx=[—cos(x)—%x}§‘ +[sm(x)—f Jj
r i ¢ v
=—cos(%7r)—%~%7r—(—cos(%7r) % % )+sm(17z)—§ 37- (sm(47z) % %7[)
INVe-Ltz+iB+Lr+iB-1a-1Ve+la=-~2+3-Fn

a\v»

G27bE I(L)= j 7+ sin?(x) dx + j 7-cos?(x)dx -7 (4 -z -1x)

i~

6 i
%7[ %ﬂ'
= 1I - (% %cos(-)) dx + IJ' T (é+écos(-))dx—
4 . b .
< T
- [ﬂ'.(%x —%sin(Zx))E” + [n : (%X +%sin(2x))};r —i,,Z
=7 (% %ﬂ'—% sm(%;r))—;r (% %n—%-sm(%;r))+7r~(%%7r % n(zﬂ)) (% %ﬂ'+ sm(27r)) 547
%7[2—%7[ l—lizﬂ2+%7r\/§+%7r2+%m/§—%7z2—%ml—iﬂz iﬂ' —77z+ 7[\/_
lﬂ'
3
627¢ 2 omtrek =17 - 7r+j 1+(F (1) dx + [ {1+(g'(x0) dx
iz ‘1‘7[
i77,'
4
=% % J'\/1+cosz(x dx+ \/1+sm2(x) dx (fnInt) =1,19.
1 1
E” Zﬂ'

628a f(x)= 2()2 +sin(2x]) = 7'(x) = 4 cos(x) - —sin(x) + 2 cos(2x) = -2sin(2x) + 2 cos(2x).
F'(x)=0= -2sin(2x) +2cos(2x) =0 = 2cos(2x) = 2sin(2x) = cos(2x) = sin(2x) = cos(2x) = cos(2x — %n) =
2x:2x—%7r+k-27r (geen oplossing)v2X=—2X+%7Z+/(~27Z:>4X=%7Z+/\’~27Z:>X=%7[+/(-%7[.

flx)=2 cosz(x) +sin(2x) =2 cosz(x) —1+1+sin(2x)=cos(2x)+1+sin(2x).

absoluut maximum (zie fig 6.13): (3 7) = cos(§7) +1+sin(kz) =12 +1+ V2 =1+42

B =[1-2,1+2].
absoluut minimum (zie fig 6.13): f(%zr):cos(%;r)+1+sin(%;r)_—ﬂ/—+1 1 -1-2[ [ ]



1z
G28bHE f(x)=g(x)=> 2cosz(x)+sin(2x)=Zsin(2x) ow)= f (Zsin(Zx)—(Z cosz(x)+sin(2x)))dx
2 cosz(x) =sin(2x) %1”
2 2 :2 . 57[
cosz(x)_ s'm(x)cos(x)_ _ J' (Sin(ZX)—ZCOSZ(X)) dx
2co0s“(x)-2sin(x)cos(x)=0 i
2cos(x)(cos(x) - sin(x)) =0 i”
. 2
cos(x) = 0 v cos(x) = sin(x) | (sin2x) - cos(Za -1) dx
x=%7r+k-7zvcos(x):cos(x—%7z) 1z
_1 _ 1 _ 1 1
X—§ﬂ+k-7rvx_X—§7r+k-27rvx_—x+§ﬂ'+k-27r =[—%COS(ZX)—%sin(Zx)—Xk”
_1 , i 41 ) 4
X=57+Kk-Tv  geenoplossing v2X=+57+k-27 — Leos(r)~Lsin(r) L7+ Leos(tz)+ Lsind )+ Lx
x=lr+k-zvx=Lz+k z 2 2 27 22 27772 4
2 4 ' =1 o0-lz+0+l+iz-1-17
XOp[O,ﬂ']:>X=%7Z’vX=%7Z’. 2 2 2 4 4

628¢ H ¢ het midden van A8 als g(p) =1 (p) = 2sin(2p) = cos?(p) + 1 sin(2p) =
I%Sin(Zp) = cos?(p) = 3sin(p) cos(p) = cos(p)cos(p) =

cos(p) = O(voldoet niet) v 3sin(p) = cos(p) = 3 CS:;((”;)) =1=3tan(p)=1= tan(p) = %
Floti Fletz Flotz | [WTHDOW
629a = De grafiek van 7 (dezelfde als in 628) is vermoedelijk lijnsymmetrisch |;182=estiai+sing| snin= 18 {\[\ﬂ '\[\ [
in de verticale lijn door de eerste top rechts van de y-as. me=h pecl=d
- L 1 e R A
Vermoedelijk lijnsymmetrisch in de lijn x = ¢ 7. (zie de berekening in 628a) yecl=@
res=

f(%ﬂ+ p)= 2cosz(%7r+ p)+sin(%7r+ 2p) = ZCOSZ(%ﬂ+ p)—1+1+sin(%7z+2p) = cos(%;r+2p) +sin(%ﬂ+2p) +1
= cos(% m)cos(2p) - sin(% z)sin(2p) + sin(% )cos(2p)+ cos(% 7)sin(2p) +1
=%x/§-cos(2p)—%x/?-sin(2p)+%x/§-cos(2p)+%x/§-sin(2p)+1 =2 cos(2p)+1.

f(%ﬂ—p) = ZCOSZ(%ﬂ— p) +sin(%7r— 2p) = ZCOSZ(%ﬂ— p)-1+1 +sin(%ﬂ—2p) = cos(%ﬂ—Zp) +sin(%7r— 2p)+1
= cos(% 7)cos(2p) + sin(% 7)sin(2p) + sin(% 7)cos(2p) - cos(% 7)sin(2p) +1
:%x/?-cos(Zp)+%x/§~sin(2p)+%\/§~cos(2p)—%x/§-sin(Zp)+1 =2 cos(2p) +1.

f(éﬂ'+ p)= f(én — p) (voor elke p) = de grafiek van 7 is symmetrisch in de lijn x = éﬂ'.

629b 2 Vermoedelijk puntsymmetrisch in A(—%ﬂ, 1). (A precies midden tussen de toppen bij x = 27 en x = 7 - 3 7 zie 628a)

f(—éﬂ'+ p)= 2C0$2(—éﬂ'+ p) +sin(—%7r+ 2p) = cos(—%ﬂ'+2p)+sin(—%7r+ 2p)+1
= cos(—%ﬂ)cos(Zp) - sin(—%ﬂ)sin(Zp) + sin(—%ﬁ)cos(Zp) + cos(—%;z)sin(z,o) +1
=12 cos(2p) + 12 sin(2p) - 12 - cos(2p) + 12 - sin(2p) + 1 =2 sin(2p) +1.
f(—éﬂ—p) = 2cosz(—é7r—p)+sin(—%n— 2p) = cos(—%n— 2p)+sin(—%7r— 2p)+1
= COS(—%ﬂ')COS(Zp) + sin(—%n)sin(Zp) + Sin(—%ﬂ)COS(Zp) - cos(—%n)sin(z,o) +1
=%x/§~cos(2p)—%\/§-sin(Zp)—%\/?cos(Zp)—%x/?-sin(2p)+1 = —V2sin(2p) +1.
f(—éﬂ'+ p)+f(—%7r—p) =2sin(2p) +1+—/2sin(2p) +1=2 = f is symmetrisch in A(—%ﬂ, 1).

6300 2 f(x):0:>25in2(x)+sin(x):O:>sin(x)~(25in(x)+1):0:sin(x):Ovsin(x):—%:
X:/(~7Z'VX:—%72'+/(~27Z'\/X:1%7Z'+k-27l'.Xop [O,Zn]:nulp.:X:va:7rvx:2nvx:1%nvx:1%n.

630b 2 OW) = T(Z sin?(x) + sin(x)) dx + ]E(l — cos([2x]) + sin(x)) dx = [x - %sin(Zx) - COS(X):|Z
0 0

= 7 -1 sin(27) - cos(r) - (0 - 1sin(0) - cos(0)) = 7 -0 +1-(0-0-1) =z +2.

2
630cE £(x)=2sin%(x)+sin(x) = 2() +sin(x) = £'(x) = 4sin(x)cos(x) + cos(x)
F'(x)=0= 4sin(x)cos(x)+cos(x) =0 = cos(x)=0v 4sin(x)+1=0= x =%
x=1iz= F(x)=f(1ir)=2sinf(11 ) +sintiz) =2 (-1)* +-1=2-1=1.
sin(x)=-1=F(=2.(-2P+-1=2-1--2--1
F(x) = p heeft precies vier oplossingen (zie figuur 6.14 en de berekening hierboven) voor —% <p<0OvO<p<l

7[+/(~7Z\/SI'I'\(X)=—%.



2 . . I
630d 2 L(grafiek van 7) = j J1+(F'(x)" dx = I \/1+ (4sin(x)cos(x)+ cos(x))” dx (fnInt) ~11,07. :>=H=?i?g%
0 0

631aE g(x)=2sin(x)+cos(2x]) = g'(x)=2cos(x)-2sin(2x). [Frwa roe ru

X - 1 \'-E'>1<§4c,05(><)2—35i
g'(x)=0= cos(x) =sin(2x) = cos(x) = cos(2x — Eﬂ') g§§azsin<x>+ms<

x=2x-Lr+k 2nvx=-2x+ir+k 2r ~43=0 [ITHOOW
2 2 w;; Emin=g P
—X:—%n+k-27rv3X:%7r+k-27r gnax=gnll

X=%7L’+k~27z’vX=%ﬂ'+k~g7Z. EEET:§ \l:/(;c \g\_//
res=
XOp[O,ZE]DX—%EVX—%EVX—ZEVX 11

Dit geeft toppen: A(Z7.13), 87, 1), 6(57r11)en D1}z, -3).

f(67r) 4cosz(67z) 35|n(67z) 4. (?1_,\/—)2 3.1 :4 1.3_1
f(gﬂ)—4cosz(2n) 3sin(27) =4 (- ;\/_)2 .%:4,1,3_

o

T

631b2 O(V)= [ (23in(x)+cos(ZX)—(4cosZ(X)—3sin(X)))d gj (2sin(x) + cos(2x) - 4 cos?(x) + 3sin(x)) dx
iz

2
T

O\ o1 0N =,

71’

1 iz

o

6

= —5cos(§ﬂ') - fsin(i ) - %ﬂ' - (—5 cos(g ) - fsm(g ) - 77;)

-5.- \/_—*'—*\/_—*ﬂ'—(— \/_—f *\/_—772') 21\/_+ J_ % +2%x/§+

631c 2 omtrek(V) = j./1+ £1(x))% dx + j ,/1+ (g' ()
1z
6

\/1+( —8cos(x)sin(x) - 3cos(x)? dx + J'\/1+ 2 cos(x) - 2sin(2x))? dx (fnInt) = 11,72.

6%

N, oo
8§ TN

Flatl Flokz Flotz

1_41
2 2} = A en C liggen op de grafiek van £.

(5sin(x) + cos(2x) -2 (cos(2x) +1)) dx = j(5sm(x) cos((2x])-2) dx = [ 5cos(x)—%sin(2x)—2xﬁ

2 o
G32b fD(X) = sinz(x) + pcos(2x) = () + pcos(2x) = QE%EEIM@SDWE
Y= M1ln=
fy' (x) = 2sin(x)cos(x) —2psin(2x) = sin(2x) - 2psin(2x) = (1-2p) -sin(2x). §gg>f;g_'
7?,'(X)=(1—2p)-sin(2X)¢1 =-1<1-2p<1=-2<-2p<0=1>p>0=0<p<l. amin= 1

G32c2 ]Zr;,(x) dx = T(sinz(x) + pcos(Zx)) dx = ]Z(% —%cos(Zx) + pcos(ZX)) dx = T(% +(p- %)cos()) dx
0 0

=[Lx+Lp-Dsin@0)] = a+2(p Dysin@a)-(1-0+1(p- )sm(O)) La+1(p-1sin(2a).

Onafhankelijk van p als sin(2a)=0=2a=k-7=a= k%ﬂ'. Gegeven: aop [0, 7]=>a=0va =lzva=nr

2

63302 F(x)= 3cos(x) = £ (x) = (2+ sin(x)) - -3sin(x) - 3cos(x) - cos(x) _ —6sin(x)—3sin?(x) - 3cos?(x) _ —bsin(x)-3

2+ sin(x) (2+ sin(,\/))2 (2+ sin(,\/))2 (2+ sin(x))2 ’

f'(X)=O(*reller:O):>—65M(X)—3=O:sin(x)z—l:>x=1%7r+k-27rvx=7r—117r+k~27r

> .
. - = —i =_1 i i i MINDDH -
Gegeven: x op [-7, 7] = x = TV X=—¢T. '\E'JEE?;EE(?)?QH imin=-2. 141592,
. 3cos C3--L3 113 Wit jiscl=n
minimum (zie ploty: #(~2.7) = 23" ¢ A AN L i Bmin=-2
6 2+ sin(- 7r) 2-3 15 Yscl=h
1\/— 1\/— = Bf = [_\/§/ \/g] Hres=1
maximum (zie plot): f(—lfr) = Scos(- ﬂ) = ! =3
6 2+ sin(—%ﬂ) 2 —% 11
.9 . 3cos(x) 3cos(-x) _ 9  3cos(x) 3cos(x) _ cos?(x) _1
633bE f(x) f(-x)= 2+sin(x) 2+sin(-x) 7 I sin(x) 2- sin(x) 7 = 4-sin®(x) 7 =

7c052(x) = 4—(1—cosz(x)) = 6cosz(x) =3= COSZ(X) :%: cos(x):i\g == %% = i%-\/?
X=%7Z+k-%7r. Gegeven: x op [-, ﬂ]:X——%ﬂVX——%ﬂVX—%ﬂVX %




G34a= 1 op [0,
634b 2 y

7r]:>27‘ op[0,1
=—x+2:>1+25in(2f—§75)=—1—2cos(27‘—%75)+2
sin(2t —%ﬂ') = —COS(Z?‘—%ﬂ')
COS(Z?‘—%ﬂ'—%ﬂ')=COS(27‘—%ﬂ'+ﬂ')
27‘—7[=2f+%7r+/(-27rv2f 7[=—27‘—17[+k-27[

geen oplossing 4t = 7[ + k27
t= 8ﬂ+k
fop[O,—ﬂ]:w‘ fﬂvf %ﬂ'

7r]. De baan is driekwartcirkel met middelpunt (1, 1) en straal 2.

sz”

f:ézr:w(p:1+2cos(—zn):1+2-%\/§:1+\/§enyp:1+23in(—%7r):1+2-— \/_ 1-v2 = A1 ++2,1-4/2).
f:§7r:>x,p:1+2cos(%7r):1+2-—%\/§=1—x/§enyp=1+Zsin(%7r):1+2~é\/——1+\/—:>3(1 V2,1+42).

8

634c=2 x =0 (y-as)

1+2cos(2r-17)=0
2cos(2t -1 x)=-1
cos(2t —%7:) = —%

2f—lzr=27r+k 27rv27‘—l7r=—37r+k~271'

y =0 (x-as)

1+2$in(27‘—%7r)=0

2sin(2t -17)=-1

sin2t-17)=-1

27‘—1Jr=—1n’+k 27rv27‘—17r—117r+k~27r

3 3 6
2t = —7z+k 27rv27‘——g7r+k 2z 2t = —7r+k 2w v 2t = 127;+k 2r
7‘——7r+k TvVi=-— 127r+/( V4 t= gﬂ'+k Tvt= gﬂ'-ﬁ-/( T
X>O(zledebaanvan/’):>0<7"< 57 y>0(zledebaanvan/’):>67r<7‘ %

Uit bovenstaande regel volgt dan: x > 0 en tevens y > O (zie de baan van P) = gz <t< I—Zﬂ

635aE v =0,5m/s = per seconde 1 gedeelte van de cirkel = 2 127 rad/s =17 md/s
G35bE |x = 1,1cos(ﬁf +7)
. .5 (# in seconden en x en y in meters). 7
y =L1sin(7 1 +7) (-1,
1 . 1 1 . Flatl Flokz Flot:
G35¢c 2 De volgende koker loopt & cirkel = ¢-27 = 37 radialen achter. |;¥1B1.12intS 11x
5 2 ~eE-0. 8
X:I,lcos(ﬁf+§7r) 03 =W UTHDOW
11si (5 2 ) (# in seconden en x en y in meters). ez még gn*l
y=Lisingg7 +37 “We= | Heel=d
Ymin=-1.1
635d 2 y =-0,8 =1,1sin(3) = -0,8 (intersect) = * = 8,70 v 1 = 12,03 vesise™
res=
< -0, 8 (zie plot) => 8,70 <+ <12,03. Dus gedurende 3,3 seconde. ;
y p 9
Intersection Holi0xiie  ¥=-.8
W=B.70Z0ELF Y=-B

63608 fr(x)=1+ sinz(x) +cos(2x) G36cE Ffu(x)=1+ sin?(x) + cos(4x)
=1 +% - % cos(2x)+ cos(2x) =1 +% - %COS(ZX) +cos(4x)
=11 +Zcos(2x) = 1% - % cos(2x) + cos(4x).
:1%+%sin(2)(+%7r) 2
jmm) = —
“11+ Lsin(2(x + L) 636d 2 O(V) cj) (4 -F4(x))dx
Dit geeft a=11, p=1 c=2end=-1r 2r
’ 2 4 = [ (4-(14 - Scos(2x) + cos(4x))) dx
636bH £y(im)=L =1+sin(Lx)+cos(n- L7)=1 0
2 ¥y 2z
1+(3) +costn-1m)=% 2 ¢ = [(24+1cos(2x]) - cos([4x])) dx
cos(n%;r)z—l 3 0 ,
/7%7r=7r+k~27r , |:22X+ sm(2x)—fsm(4x)}
n=6+k-12. =57 + L sin(47) - L sin(87) - (0 + L sin(0) - 1 sin(0))
0<n<350= —57r+0 0- (0+o 0)=5r.

n=6vn=18vn=30vn=42.

WX O(rechthoek ABcD) =2x-5=10x.
2" Dusde grafiek van 74 verdeelt de rechthoek
A 8 in twee gebieden met dezelfde oppervlakte.




6 37aE x =3sin(27t) en y =3cos(2xt) geeft de ciirkel met middelpunt (O, O) en straal 3.

X = Zsm(1 wt)eny = 2cos(1 7t) geeft de ciirkel met middelpunt (O, O) en straal 2
t =1,3 de grote wijzer heeft 11 rondgang gemaakt = het is 18 minuten over Ly o S 18

637b 2 Wijzers (niet de eindpunten) vallen over elkaar = sin(2zt) = sm(% zt) en cos(2zt) = cos(% zt).
(Zm‘:lm‘+k~27zv2m‘:ﬂ—lm‘+k-27r) en tevens (27z7':lm‘+k-27rv2m‘=—%m‘+k-27r)
(% at=k- 271'\/137# T+ k- 27r) en tevens (nm‘ k- 271'\/137# k- 27r)
(Lr=k- 2v13f 1+k-2) entevens (Ut =k.2v13 f—k~2)
t=k12vt=51k12) entevens (r=k-12vs= k 12)
t=k-12 3 he‘r eersTe tijdstipna =0 s dus t=

2
G37cB afstand = \/(3 sin(2zt) -2 sin(% m‘)) + (3 cos(2xt)-2 cos(% m‘))
= \/9 sin2(2m‘) —12sin(2xt) sin(% zt)+4 sinz(% zt)+9 cosz(Zm‘) —12cos(2xt) cos(% zt)+4 cosz(% zt)

= J9 (sin?(271) + cos?(27#)) + 4(sin? (£ x1) + cos? (L )| - 12 cos(27) cos(L ##) + 12sin(2xt)sin(L 7))

- J9 1+4-1-12cos(2rt - L 1) = \/13 ~12cos( 7).

637d 2 Een gelijkbenige driehoek als
afstand =3 v afstand =2

,/13—12cos(1—617n‘) =3 v ,/13—12cos(%7n‘) =2

13-12 cos(l—él at)=9 v 13-12 cos(l—él 7t) =4
~12cos(l z+) = -4 v ~12cos(l z+)=-9

s(it :3 =1 A :; =3 o anara
costg =3 v costg 1) =7 Fns.c11-6m

Het eerste moment na # =0 (cos(0) =1) volgt uit cos(% zt) = % = 1—617# =0,723=>1=0,125. n - L224Es7ase

638a= f(x)=sin(x)=T =(57,1) en A(z, 0).
9(0) :;—g' -0-(0-7)=0= de grafiek van g gaat door O.
g(% )=‘—‘2‘%7r~(%7r—7r)=ﬁ~%7r-—%7r=;—g-—%7f2 =1= de grafiek van g gaat door T.
9(n)==2 7 -(x-7)==2.7-0=0= de grafiek van ¢ gaat door A.
G38bE f(x)= sm(x) =f'(x)= cos(x).
=4 v x—m)=—A 2 4
g(x) = el (x-7) Xty

£'(0)=cos(0)=1 eng'(O)z_%.oJr%:% >1= ¢'(0)> £'(0).

X:>g'(x)=—%x+%.

T T T
G38¢ j(g(x) -Ff(x))dx = I(ax(x - z)—sin(x)) dxj (ax2 —arx - sin(x)) dx = [% ax® —%a;rxz + cos(x)} i
0 0
éaﬂ"’ —%aﬂ z? +cos(7) — ( a-03- a7r 02 +cos(0)) ar3 —%aﬂ' -1-(0-0+1)= —gaﬂ'3 -2.

1

(g(x)—f(x))dx=0:>—gazr3 =2=ar’ =—12:>a=—123.

T

O+—3y



sin(—A) = —sin(A) cos(—A) = cos(A)
—-sin(A) =sin(A+ r) —cos(A) = cos(A+x)
sin(A) = cos(A —%7[) cos(A) = sin(A +%7r)
.2 2 _ _ sin(A)
sin“(A)+cos“(A) =1 tan(A) = cos(A)

sin(2A) = 2sin(A)cos(A)
cos(2A) = cos? (A) - sin?(A)

= 2cos? A)-1

=1-2sin%(A)
cos(t +u) = cos(t) - cos(v) —sin(t) - sin(v)
cos(t —u) = cos(t) - cos(v) + sin(t) - sin(v)
sin(t +u) = sin(t) - cos(v) + cos(t) - sin(v)
sin(t —v) = sin(t) - cos(v) — cos(t) - sin(v)

sin(A)=sin(B)=>A=B+k-2zrvA=n-B+k-2x
cos(A)=cos(B)=>A=B+k-2rvA=-B+k-2x

De grafiek van de functie 7 is symmetrisch in de lijn x = a als voor elke p geldt: #(a - p)=7(a+ p).

De grafiek van de functie 7 is symmetrisch in het punt (a, 6) als voor elke p geldt: w =b.

Dus de grafiek van de functie 7 is symmetrisch in het punt (a, 6) als voor elke p geldt: f(a - p)+f(a+ p)=25b.

F(x) afgeleide #'(x)
sin(x) cos(x)

cos(x) -sin(x)

tan(x) Cosg(x) of 1+ ’ranz(x)
f(ax +b) a-f'(ax +b)

f(x) primitieven F(x)
sin(x) —cos(x)+c

cos(x) sin(x)+c¢

1+ ‘ranz(x) of Cos%(X) tan(x)+c¢

flax + b) %~F(ax+b)+c



